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Dynamique du pseudo-groupe des isome´tries locales sur une varie´te´
Lorentzienne analytique de dimension 3
Re´sume´. Soit (M, g) une varie´te´ lorentzienne analytique re´elle de dimension 3
compacte et connexe. Nous de´montrons que l’existence d’une orbite ouverte (non
vide) du pseudo-groupe des isome´tries locales implique que la me´trique lorentzienne
est localement homoge`ne (i.e. le pseudo-groupe des isome´tries locales de g agit
transitivement sur M).
1 Introduction
La pre´sence d’une structure ge´ome´trique sur une varie´te´ diffe´rentiable M induit une
partition de la varie´te´ en classes d’e´quivalence : deux points se trouvent dans la
meˆme classe d’e´quivalence s’ils sont relie´s par un diffe´omorphisme local qui pre´serve
la structure ge´ome´trique.
A l’instar du cadre riemannien, il convient d’appeler isome´trie locale une telle
application qui pre´serve la structure ge´ome´trique et orbites du pseudo-groupe des
isome´tries locales les classes de la partition pre´ce´dente.
Dans [9] M. Gromov montre que cette partition est tre`s re´gulie`re pour les struc-
tures ge´ome´triques rigides (par exemple, pour les me´triques pseudo-riemanniennes
ou les connexions affines). Plus pre´cise´ment, il existe un ouvert dense de M dans
lequel les orbites du pseudo-groupe des isome´tries locales sont des sous-varie´te´s
ferme´es. En particulier, si une telle orbite est dense alors celle-ci est ouverte et,
par conse´quent, la structure ge´ome´trique en question est localement homoge`ne sur
un ouvert dense (i.e. le pseudo-groupe des isome´tries locales agit transitivement sur
un ouvert dense).
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Le re´sultat pre´ce´dent est connu dans la litte´rature sous le nom du the´ore`me
de l’orbite-ouverte et a e´te´ commente´ et applique´ par des nombreux auteurs [3],
[4],[5],[6], [7]. Il a e´te´ utilise´ de manie`re essentielle pour la classification des structures
qui me´langent la ge´ome´trie et la dynamique comme les flots d’Anosov de contact [5],
dans l’e´tude des actions de ”gros groupes” (par exemple, les re´seaux des groupes
semi-simples) ou encore dans l’e´tude des varie´te´s lorentziennes compactes dont le
groupe d’isome´trie est non compact. Dans tous ces cas, on montre a` un moment
de la preuve qu’une certaine structure ge´ome´trique rigide localement homoge`ne sur
un ouvert dense (d’apre`s le the´ore`me de l’orbite-ouverte), l’est en fait sur toute la
varie´te´.
Le the´ore`me principal de cet article doit eˆtre vu comme un approfondissement
dans ce sens du the´ore`me de l’orbite-ouverte de M. Gromov dans le cas particulier
des varie´te´s lorentziennes analytiques re´elles de dimension 3.
The´ore`me 1.1 : Soit (M, g) une varie´te´ lorentzienne analytique re´elle de dimen-
sion 3 compacte et connexe. Si le pseudo-groupe des isome´tries locales de g admet
une orbite ouverte non vide dans M , alors celle-ci est e´gale a` M .
Dans le cadre analytique le the´ore`me de l’orbite-ouverte est pre´cise´ dans [7],[9]
sous la forme suivante : en dehors d’un ensemble analytique compact (eventuelle-
ment vide), les orbites du pseudo-groupe des isome´tries locales sont les fibres d’une
fibration analytique de rang constant. Avec ce the´ore`me, notre hypothe`se d’existence
d’une orbite ouverte pour le pseudo-groupe des isome´tries locales est donc e´quivalente
avec l’existence d’une orbite ouverte et dense.
Nous pouvons alors e´noncer le the´ore`me 1.1 sous la forme e´quivalente suivante :
Corollaire 1.2 Si le pseudo-groupe des isome´tries locales admet une orbite dont
l’adhe´rence est d’inte´rieur non vide, alors celle-ci est e´gale a` M (la me´trique g est
localement homoge`ne).
Remarquons que nos hypothe`ses impliquent automatiquement que tout invariant
scalaire de la me´trique lorentzienne (par exemple, les fonctions syme´triques des
courbures principales) est constant. En effet, un tel invariant doit eˆtre une fonction
analytique constante sur un ouvert de M et donc partout. En particulier, les 3
courbures principales de g (de´finies comme les valeurs propres de la courbure de
Ricci par rapport a` la me´trique lorentzienne) sont constantes sur M .
Dans le cas de la dimension 2 ceci serait suffisant pour conclure : dans ce cas
la courbure sectionnelle est un invariant scalaire et le fait que cette courbure sec-
tionnelle soit constante implique ne´cessairement que la me´trique est localement ho-
moge`ne [19]. Ceci est e´galement suffisant dans le cadre riemannien ou` (graˆce a` la
compacite´ du groupe orthogonal) les invariants scalaires suffisent pour se´parer les
orbites du pseudo-groupe des isome´tries locales (voir [8] pour une version effective
de cette proprie´te´). Le the´ore`me principal de cet article est donc e´galement vrai (en
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toute dimension) dans le cadre riemannien. Nous donnons une preuve rapide de ce
re´sultat bien connu a` la proposition 2.3.
Il convient de remarquer qu’en dimension 3 la courbure ne se re´sume pas a` un
scalaire (c’est un tenseur) et la courbure sectionnelle est une fonction me´romorphe
(en ge´ne´ral non constante) de´finie sur la 2-grasmannienne. Cette fonction admet en
ge´ne´ral des poˆles en dehors de l’ouvert forme´ par les plans non-de´ge´ne´re´s.
Notre preuve utilise l’analyticite´ de manie`re essentielle et notamment la pro-
prie´te´ suivante de prolongement d’isome´tries locales : tout point m de M posse`de
un voisinage ouvert Um tel que toute isome´trie locale proche de l’identite´ de´finie
sur un ouvert connexe U contenu dans Um se prolonge a` Um. Ce phe´nome`ne a e´te´
de´couvert pour la premie`re fois par K. Nomizu [15] dans le cadre des me´triques rie-
manniennes analytiques et e´tendu par la suite par A. Amores [2] et M. Gromov [9]
aux structures rigides analytiques.
L’argument pre´ce´dent combine´ avec le principe de monodromie permet de voir que
sur les varie´te´s analytiques compactes et simplement connexes les isome´tries locales
proches de l’identite´ se prolonge en des isome´tries globales. C’est pre´cise´ment cette
technique qui est utilise´e dans [6] pour montrer que le groupe des isome´tries d’une
varie´te´ lorentzienne analytique compacte et simplement connexe est ne´cessairement
compact.
Avec cette remarque le the´ore`me 1.1 est naturellement comple´te´ par le
Corollaire 1.3 Si de plus M est simplement connexe, alors (M, g) est la sphe`re S3
munie d’une me´trique lorentzienne invariante par l’action par translations du groupe
de Lie S3 sur lui-meˆme.
La justification du corollaire est la suivante : le pseudo-groupe des isome´tries
locales proches de l’identite´ agit transitivement sur M [4] (voir la section suivante
pour plus de de´tails) ce qui implique qu’il existe un groupe (de Lie) connexe G
d’isome´tries (globalement de´finies) qui agit transitivement sur M . Il vient que M
s’identifie au quotient de ce groupe par le stabilisateur d’un point. D’apre`s le re´sultat
de [6], G est compact et donc M est un quotient de deux groupes de Lie compacts.
Le stabilisateur d’un point s’identifie alors a` un sous-groupe compact du groupe
line´aire O(2, 1) : il s’agit ne´cessairement de l’identite´ ou d’un sous-groupe a` un
parame`tre compact stabilisateur d’un vecteur de norme e´gale a` −1 (voir la section
suivante pour des pre´cisions).
Dans le premier cas que M s’identifie avec l’unique groupe compact connexe et
simplement connexe de dimension 3, qui est la sphe`re S3 et la me´trique lorentzienne
g est invariante par l’action de S3 sur lui meˆme. La me´trique lorentzienne s’obtient
a` partir d’une forme quadratique de signature (2, 1) sur l’alge`bre de Lie de S3 et qui
est transporte´e par les translations de S3 sur lui-meˆme.
Dans le deuxie`me cas M est le quotient d’un groupe de Lie G compact connexe
de dimension 4 par un sous-groupe isomorphe a` S1. Il n’existe que deux possibilite´s
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pour G : ou bien S3× S1, ou bien S1× S1× S1× S1. Le tore S1× S1× S1× S1 ne
posse`de aucun quotient simplement connexe non trivial. Il vient que G est isomorphe
a` S3 × S1 et que M est un quotient de S3 × S1 par un sous-groupe a` un parame`tre
compact. Comme M est suppose´e simplement connexe, il vient que la projection
du stabilisateur d’un point de M dans S3 × S1 est surjective sur le facteur S1 et
donc le premier facteur isomorphe a` S3 agit simplement transitivement surM . Nous
sommes ramene´s donc au cas pre´ce´dent.
2 Orbites du pseudo-groupe des isome´tries locales
Dans toute la suiteM de´signe une varie´te´ analytique re´elle de dimension 3 compacte
et connexe, munie d’une me´trique lorentzienne g.
Rappelons qu’une isome´trie locale de (M, g) est un diffe´omorphisme local entre
deux ouverts de M qui pre´serve g. L’ensemble des isome´tries locales forment un
pseudo-groupe pour la composition. Dans le cas ou` le pseudo-groupe des isome´tries
locales agit transitivement sur M (avec une unique orbite), on dit que g est locale-
ment homoge`ne; autrement dit, on a unicite´ du mode`le local de g.
Un pas important dans l’e´tude des orbites du pseudo-groupe des isome´tries locales
a e´te´ fait par I. Singer qui a de´montre´ dans [18] le re´sultat suivant. Nous e´nonc¸ons
le re´sultat pour les me´triques lorentziennes (car c’est l’objet de cet article), mais
celui-ci a e´te´ de´montre´ par I. Singer pour les me´triques riemanniennes et ge´ne´ralise´
seulement par la suite par M. Gromov pour les structures rigides [7], [9] :
Si g est une me´trique lorentzienne sur une varie´te´ compacte M , alors il existe
un entier s tel que g soit localement homoge`ne de`s que le s-jet de g est le meˆme en
chaque point de M .
Pour pre´ciser cet e´nonce´ construisons le s-jet de g en suivant la me´thode adopte´e
dans [7], [9]. Pour cela remarquons que la pre´sence d’une me´trique lorentzienne g sur
une varie´te´M permet de re´duire le groupe structural du fibre´ des repe`res (qui est un
GL(3,R)-fibre´) au groupe orthogonal O(2, 1) qui pre´serve la forme quadratique de
signature (2, 1). Ce groupe posse`de quatre composantes connexes et pour simplicite´
nous allons travailler avec la composante connexe de l’identite´ qui est PSL(2,R) : il
est possible de conside´rer que le groupe structural du fibre´ des repe`res g-orthonorme´s
R(M) est PSL(2,R), quitte a` conside´rer un reveˆtement fini non ramifie´ deM (cette
ope´ration laisse invariant l’e´nonce´ du the´ore`me 1.1).
Pour se convaincre que PSL(2,R) est bien le groupe orthogonal en question,
faisons agir SL(2,R) par changement de variables sur l’espace vectoriel des formes
binaires homoge`nes de degre´ 2. Il s’agit de l’espace vectoriel des e´le´ments de la forme
ax2 +2bxy+ cy2, avec a, b et c re´els; l’action de SL(2,R) transite par PSL(2,R) et
pre´serve le discriminant b2−ac qui est bien une forme quadratique de signature (2, 1).
Il sera utile par la suite de se rappeler que par rapport a` cette forme quadratique
le vecteur 2xy est unitaire, que son plan orthogonal est engendre´ par les vecteurs
isotropes x2 et −y2 dont le produit vaut 1.
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Rappelons e´galement que les sous-groupes a` un parame`tre de PSL(2,R) sont
conjugue´s a` :
1. un sous-groupe elliptique de la forme
(
cosT sinT
−sinT cosT
)
qui fixe un vecteur de
norme −1;
2. un sous-groupe unipotent
(
1 T
0 1
)
qui fixe un vecteur isotrope;
3. un sous-groupe semi-simple
(
T 0
0 T−1
)
qui fixe un vecteur de norme 1.
Retournons maintenant au concept de jet d’une me´trique lorentzienne. Pour
conside´rer des jets d’ordre fini il est ne´cessaire d’avoir des syste`mes de coordonne´es.
En pre´sence d’une me´trique lorentzienne g il convient de privile´gier les coordonne´es
exponentielles (dans lesquelles le 1-jet de g est celui de la me´trique standard db2−da·
dc). Si on fixe un point m de M , un syste`me de coordonne´es exponentielles centre´
en m est entie`rement de´termine´ par le choix d’une base g-orthonorme´e de l’espace
tangent TmM . L’ensemble des tous les syste`mes de coordonne´es exponentielles sur
M n’est donc rien d’autre que le fibre´ des repe`res orthonorme´s R(M). Si on associe
a` chaque syste`me de coordonne´es exponentielles centre´ en m, le s-jet de la me´trique
g en m, on construit une application g(s) de´finie sur R(M) et a` valeurs dans l’espace
affine des s-jets de me´triques lorentziennes a` trois variables dont le 1-jet vaut db2 −
da · dc. Quand on change la base de l’espace tangent en m (et donc le syste`me
de coordonne´es exponentielles centre´ en m), le s-jet de g en m dans le nouveau
syste`me de coordonne´es change par une action line´aire et alge´brique de PSL(2,R).
Comme l’action de PSL(2,R) fixe le 1-jet db2 − da · dc vu comme l’origine de
l’espace affine, nous pouvons oublier cet origine et voir l’action de PSL(2,R) comme
e´tant une action line´aire sur un espace vectoriel V (s), dont la dimension augmente
vertigineusement quand s augmente...
L’application s-jet de g est donc une application analytique PSL(2,R)-e´quivariante
de´finie sur le fibre´ R(M) et a` valeurs dans l’espace vectoriel V (s) muni d’une action
line´aire et alge´brique de PSL(2,R). Ce type d’application s’interpre`te e´galement
comme une section du fibre´ vectoriel obtenu a` partir du fibre´R(M) via la repre´sentation
du groupe structural PSL(2,R) sur V (s).
Le the´ore`me de I. Singer affirme que g est localement homoge`ne si pour un entier
s suffisamment grand l’image de g(s) est constitue´e d’une unique orbite de V (s) sous
l’action de PSL(2,R). Plus pre´cise´ment, il est montre´ dans [7], [9] que tout 1-jet
d’application de M dans M s’inte`gre en une isome´trie locale s’il pre´serve le s-jet de
g : deux points m et m′ sont relie´s par une isome´trie locale si le s-jet de g est le
meˆme en m et en m′ (en tant que orbite de V (s) sous l’action de PSL(2,R)).
En particulier, nous venons de voir qu’une isome´trie locale de g est entie`rement
de´termine´e (sur un ouvert connexe) par son 1-jet en un point. C’est pre´cise´ment
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cette proprie´te´ qui exprime que g est une structure rigide (d’ordre 1) a` la Gromov.
Ceci implique que le pseudo-groupe des isome´tries locales est un pseudo-groupe
de Lie (de dimension finie) et que toute isome´trie proche de l’identite´ s’obtient en
inte`grant un champ de vecteurs analytique dit champ de Killing.
Il sera utile par la suite de se rappeler que dans la cadre analytique tout point m
de M admet un voisinage ouvert Um dans M tel que tout champ de Killing de´fini
dans un ouvert connexe U contenu dans Um se prolonge a` Um. Cette proprie´te´
implique que la fibre du faisceau des germes de champs de Killing de g est une
alge`bre de Lie de dimension finie qui ne de´pend pas du point [9]. Sous les hypothe`ses
du the´ore`me 1.1 cette alge`bre de Lie G doit agir transitivement sur un ouvert de
M et elle est donc de dimension au moins 3 : le morphisme (d’espaces vectoriels)
de spe´cialisation G→ TmM qui associe a` un germe de champ de Killing Z de´fini au
voisinage du point m sa valeur Z(m) au point m doit eˆtre surjectif aux points de
l’ouvert en question. Notons e´galement que l’action de G e´tant libre sur le fibre´ des
repe`res R(M), sa dimension est ne´cessairement infe´rieure ou e´gale a` 6 (la dimension
de R(M)).
Remarquons que le stabilisateur dans PSL(2,R) du s-jet de la me´trique en un
point m de M est un sous-groupe alge´brique ferme´ de PSL(2,R) et que chaque
sous-groupe a` un parame`tre du stabilisateur fournit un sous-groupe a` un parame`tre
d’isome´tries locales de M qui fixent m (et qui sont line´arise´es en coordonne´es ex-
ponentielles). Autrement dit, un stabilisateur de dimension strictement positive du
s-jet de la me´trique en m donne un champ de Killing local au voisinage de m et
qui s’annule au point m. Inversement, en conside´rant la diffe´rentielle du flot d’un
champ de Killing s’annulant en m on construit un sous-groupe a` un parame`tre du
stabilisateur du s-jet de g au point m (a priori, nous n’avons pas tout le sous-groupe
a` un parame`tre, mais seulement un voisinage de l’identite´; la conclusion repose sur le
fait que le stabilisateur doit eˆtre un sous-groupe alge´brique de PSL(2,R) et contient
donc l’adhe´rence de Zariski de ce voisinage de l’identite´).
2.1 The´orie des invariants
Nous commenc¸ons par expliquer brie`vement les ide´es de la preuve du the´ore`me de
M. Gromov sur la structure de la partition de M en orbites du pseudo-groupe des
isome´tries locales [4], [7], [9]. L’argument clef de la preuve consiste en l’utilisation
dans ce cadre du the´ore`me de stratification de M. Rosenlicht [17] pour les actions
alge´briques.
Pour expliquer cela conside´rons l’adhe´rence de Zariski W de l’image de g(s)
dans V (s). L’ensemble W est une varie´te´ alge´brique affine PSL(2,R)-invariante.
Formellement nous pouvons descendre l’application g(s) sur M et la voir comme une
application de´finie sur M (et non sur R(M)) a` valeurs dans l’espace des orbites
W//PSL(2,R). D’apre`s le the´ore`me de I. Singer, les orbites du pseudo-groupe des
isome´tries locales de g sont les fibres de cette application. En ge´ne´ral le quotient
W//PSL(2,R) n’est pas se´pare´, mais le the´ore`me de Rosenlicht [17],[23] affirme
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que quitte a` enlever un ferme´ de Zariski W ′ de W le quotient W \W ′/PSL(2,R)
devient une varie´te´ alge´brique (se´pare´e). Sur l’ouvert dense et invariant de M
(comple´mentaire d’un sous-ensemble analytique eventuellement vide) qui est la pre´image
par g(s) de W \W ′ et ou` le rang de la diffe´rentielle de g(s) est maximal les orbites
du pseudo-groupe des isome´tries locales sont donc les fibres d’une fibration de rang
constant.
Les hypothe`ses du the´ore`me 1.1 impliquent que cette fibration est triviale (a`
valeurs dans un point) et que g est localement homoge`ne sur un ouvert dense.
De´signons par M \ S l’ouvert dense maximal de M sur lequel g est localement
homoge`ne, S e´tant un sous-ensemble analytique compact de M (pas ne´cessairement
connexe).
Notre but est de montrer que S et vide.
L’image de la restriction de g(s) au fibre´ des repe`res sur M \S est exactement une
orbite O de V (s). L’image de g(s) est donc entie`rement contenue dans l’adhe´rence
O¯ de O. Il est classiquement connu que (pour les orbites des actions alge´briques
re´elles) O¯ \O est un ensemble semi-alge´brique de dimension strictement infe´rieure a`
la dimension de O (contenu dans un ensemble alge´brique de dimension strictement
infe´rieure a` la dimension de O) et donc le ferme´ invariant O¯\O est constitue´ d’orbites
de dimension strictement infe´rieure a` la dimension de O [10], [23]. L’image de la
restriction de g(s) au fibre´ des repe`res au-dessus des points de l’ensemble S tombe
ne´cessairement dans O¯ \O.
Le lemme suivant sera utile pour la compre´hension de l’image de g(s).
Lemme 2.1 L’image de g(s) ne contient aucune orbite de dimension 1.
De´monstration
Conside´rons le s-jet de la me´trique lorentzienne g comme e´tant une application
g(s) : R(M)→ V (s) du fibre´ des repe`res dans l’espace vectoriel des s-jets de me´triques
lorentziennes sur R3 dont le 1-jet a` l’origine est db2 − da · dc. Cette application est
PSL(2,R)-e´quivariante et la repre´sentation V (s) de PSL(2,R) se de´compose en une
somme directe de repre´sentations irre´ductibles.
Rappelons la liste des repre´sentations irre´ductibles de PSL(2,R) : pour chaque
dimension impaire 2d+1 supe´rieure ou e´gale a` trois il existe une unique repre´sentation
irre´ductible H2d+1 de PSL(2,R) dans un espace vectoriel de dimension 2d + 1 qui
peut eˆtre vue comme la repre´sentation induite sur les polynoˆmes homoge`nes a` deux
variables de degre´ 2d a` partir de la repre´sentation canonique sur R2. Il est important
de remarquer que la repre´sentation H2d+1 ne contient aucune orbite de dimension
1. Plus pre´cise´ment, toutes les orbites sont de dimension 3 excepte´ l’origine (qui
est un point fixe) et les orbites des e´le´ments qui sont la puissance d-e`me d’une
forme quadratique et qui sont de dimension 2. Si la forme quadratique est le carre´
d’une forme line´aire, il s’agit de l’orbite de l’e´le´ment x(2d) et le stabilisateur dans
PSL(2,R) est une extension par un groupe fini du sous-groupe unipotent des ma-
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trices de la forme
(
1 T
0 1
)
. Si la forme quadratique est le produit de 2-formes
line´aires distinctes sur R2, la composante connexe de l’identite´ du stabilisateur est
un sous-groupe a` un parame`tre semi-simple. Le dernier cas est fournit par une
forme quadratique non de´composable sur R et dans ce cas la composante connexe
de l’identite´ du stabilisateur est un sous-groupe a` un parame`tre elliptique.
Supposons maintenant que O est une orbite de dimension strictement positive
contenue dans l’image de g(s). Cette orbite admet alors une projection non triviale
dans au moins une des repre´sentations H2d+1 qui entre dans la de´composition de V
(s).
La projection est donc de dimension supe´rieure ou e´gale a` deux, ce qui implique que
la dimension de O est supe´rieure ou e´gale a` 2. ✷.
Des re´sultats simples de la the´orie des invariants permettent de conclure la preuve
du the´ore`me 1.1 sous l’hypothe`se simplificatrice supple´mentaire d’existence sur M
d’un champ de vecteurs analytique invariant par l’action du pseudo-groupe des
isome´tries locales de M . Nous pre´sentons ce re´sultat sous la forme d’un lemme
qui sera utile plus loin.
Lemme 2.2 S’il existe sur M un champ de vecteurs analytique non singulier (ne
s’annulant pas) X de norme ne´gative ou nulle tel que le pseudo-groupe des isome´tries
locales de g qui pre´servent X admet une orbite ouverte non vide dans M , alors celle-
ci est e´gale a` M .
Remarque : l’e´nonce´ reste e´galement vrai pour un champ de vecteurs X de norme
positive, mais la preuve directe est plus difficile (voir la dernie`re section de l’article).
De´monstration
Remarquons que la g-norme de X est une fonction analytique sur M constante
sur l’ouvert sur lequelle le pseudo-groupe des isome´tries locales agit transitivement
et donc partout. Quitte a` normaliser nous avons deux cas : g(X) vaut 0 ou −1.
Supposons pour commencer que le champ de vecteurs X est isotrope. Ceci revient
a` dire que le groupe structural du fibre´ des repe`res R(M) se re´duit au groupe unipo-
tent des matrices de la forme
(
1 T
0 1
)
. Il faut penser qu’au lieu de conside´rer tous
les repe`res g-orthonorme´s, on ne prend que ceux qui admettent X comme vecteur
base (ici X joue le roˆle de la forme quadratique x2 dans la base (x2, 2xy,−y2)).
De´signons par R le fibre´ principal de groupe structural unipotent et conside´rons
le s-jet g(s) de g comme e´tant une application
(
1 T
0 1
)
-e´quivariante de R dans
l’espace vectoriel d’une repre´sentation alge´brique line´aire du groupe unipotent.
L’hypothe`se du lemme implique que l’image de g(s) est contenue dans l’adhe´rence
d’une orbite O. Or, par un the´ore`me classique du a` Konstant et Rosenlicht [16] les
orbites des action alge´briques des groupes unipotents sont ferme´es dans la topologie
de Zariski et donc aussi dans la topologie transcendentale (il importe de rappeler
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que le groupe additif unipotent R est isomorphe au groupe multiplicatif des re´els
positifs en tant que groupe de Lie, mais non en tant que groupe alge´brique). Ceci
implique que l’image de g(s) est forme´e d’une seule orbite sous l’action du groupe
unipotent et donc que g est localement homoge`ne. Remarquons que nous avons
meˆme montre´ que tous les 1-jets d’applications de M dans M , qui pre´servent X ,
pre´servent e´galement le s-jet de la me´trique et s’inte`grent donc en des isome´tries
locales. Le pseudo-groupe des isome´tries locales pre´servant a` la fois g et X agit donc
transitivement sur M .
Passons a` pre´sent au cas ou` X est de norme constante e´gale a` −1. Dans ce cas le
stabilisateur de X est un sous-groupe a` un parame`tre compact elliptique conjugue´
dans PSL(2,R) au groupe
(
cosT sinT
−sinT cosT
)
. Nous avons donc que le groupe
structural du fibre´ R(M) se re´duit a` un groupe compact. Comme les orbites d’un
tel groupe (dans l’espace des s-jets de me´triques) sont compactes et donc ferme´es
les arguments du cas pre´ce´dent s’appliquent. ✷.
Notons que l’argument de la preuve du lemme pre´ce´dent s’applique e´galement
de`s que le groupe structural du fibre´ des repe`res se reduit a` un groupe compact.
Dans le cas du groupe orthogonal O(n,R) nous avons alors la
Proposition 2.3 Si (M, g) est une varie´te´ riemannienne analytique connexe et
compacte telle que le pseudo-groupe d’isome´tries locales de M admet une orbite
ouverte non vide, alors celle-ci est e´gale a` M .
3 Dynamique des champs de Killing
Re´sumons brie`vement la situation de´crite dans la section pre´ce´dente. La me´trique
lorentzienne g est localement homoge`ne en dehors d’un ensemble analytique compact
S (admettant eventuellement plusieures composantes connexes). L’alge`bre de Lie G
des germes de champs de Killing de g agit donc transitivement sur M \ S : elle est
de dimension au moins 3.
L’image g(s)(R(M \S)) du s-jet de g sur l’ouvert M \S est une PSL(2,R)-orbite
O de l’espace vectoriel de jets V (s), tandis que l’image de g(s) du fibre´ R(M) restreint
a` S est constitue´e d’un ensemble d’orbites contenues dans O¯\O (car R(M \S) dense
dans R(M)); ces orbites sont de dimension strictement infe´rieure a` la dimension de
O.
Notre but est de prouver que l’ensemble S est ne´cessairement vide.
Supposons par l’absurde que S est non vide. La contradiction viendra d’une
e´tude syste`matique des diverses actions possibles de G au voisinage de l’ensemble S.
Rappelons que l’action de G est libre sur le fibre´ des repe`res orthonorme´s R(M)
qui est de dimension 6, ce qui implique que la dimension de G est au plus 6. Nous
de´montrons la
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Proposition 3.1 L’alge`bre de Lie G est de dimension 3.
De´monstration
Remarquons d’abord que G ne peut pas eˆtre de dimension 6. En effet, la dimen-
sion 6 correspond au cas de courbure sectionnelle constante (action transitive de G
sur R(M) et donc sur les 2-plans non-de´ge´ne´re´s) et dans ce cas g est localement
homoge`ne sur M tout entier.
E´liminons maintenant le cas ou` G est de dimension 5. Dans ce cas le groupe
d’isotropie de g sur l’ouvert M \S est de dimension 2 car le morphisme d’e´valuation
G→ TmM en un point m de M \ S admet un noyau de dimension 2. L’orbite
O posse`de alors un stabilisateur dans PSL(2,R) de dimension 2 et elle est, par
conse´quent, de dimension 1. Ce cas a e´te´ exclus par le lemme 2.1.
Supposons a` pre´sent que G est de dimension 4. Dans ce cas le groupe d’isotropie
de g sur M \S est de dimension 1 et O est de dimension 2 (posse`de un stabilisateur
dans PSL(2,R) de dimension 1). Les orbites de O¯ \ O sont alors de dimension
strictement infe´riure a` deux et d’apre`s le lemme 2.1 celles-ci sont de dimension 0.
Nous avons donc que le groupe d’isotropie en un point de S est de dimension 3,
isomorphe a` PSL(2,R).
Fixons un point s ∈ S et conside´rons le morphisme d’e´valuation qui a` chaque
germe de champs de Killing au voisinage de s associe sa valeur en s. On vient de
constater que le noyau I de ce morphisme est de dimension 3 ce qui implique que son
image est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de TsM (qui est ne´cessairement
invariant par l’action line´aire du groupe d’isotropie I). La contradiction vient du
fait que l’action line´aire de PSL(2,R) sur TsM ne laisse stable aucune droite. ✷.
La proposition 3.1 implique le fait suivant :
Lemme 3.2 i) L’alge`bre de Lie G est re´soluble et non-unimodulaire.
ii) L’ouvert M \ S admet une (G,G)-structure, ou` G est l’unique groupe de Lie
connexe et simplement connexe associe´ a` G. En restriction a` M \ S la me´trique
lorentzienne g provient d’une me´trique lorentzienne sur G invariante par transla-
tions.
Rappelons que l’existence d’une (G,G)-structure sur une varie´te´ e´quivaut a` la
donne´e d’un atlas a` valeurs dans des ouverts de G tel que les applications de change-
ment de carte soient des restrictions de diffe´omorphismes de G obtenus par transla-
tions (a` gauche). Tout objet ge´ome´trique de´fini sur G et invariant par les transla-
tions a` gauche de G sur lui-meˆme fournit un objet ge´ome´trique de meˆme nature sur
l’ouvert M \S. Le lemme affirme que sur l’ouvert M \S la me´trique lorentzienne est
construite pre´cise´ment de cette manie`re. Il est utile d’observer que dans ce cas les
champs de Killing locaux engendrent des translations (locales) a` gauche dans G et
sont donc des champs de vecteurs invariants par les translations a` droite dans G :
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un tel champ de Killing n’est globalement de´fini sur M \S que s’il est dans le centre
de l’alge`bre de Lie G.
De´monstration
La deuxie`me partie du lemme re´sulte du fait que le pseudo-groupe des isome´tries
locales de g agit simplement transitivement sur M \ S : sous l’effet de cette action
le voisinage de chaque point de M \ S s’identifie a` un ouvert de G bien de´fini a`
translation pre`s.
Passons maintenant a` la preuve du premier point du lemme et supposons par
l’absurde que G est unimodulaire [12]. Conside´rons (K1, K2, K3) trois champs de
Killing locaux line´airement inde´pendants : le caracte`re unimodulaire du groupe im-
plique alors que les translations a` gauche pre´servent le volume de ces trois champs
de vecteurs (le volume e´tant calcule´ par rapport a` la me´trique lorentzienne g).
Autrement dit, la fonction vol(K1, K2, K3) est constante.
Fixons un point s dans S et conside´rons un voisinage U de s dansM qui satisfait a`
la proprie´te´ de prolongement de champs de Killing. Soient (K1, K2, K3) trois champs
de Killing line´airement inde´pendants dans un voisinage ouvert connexe contenu dans
U (ces trois champs existent car l’action de G est transitive sur M \ S). Ces trois
champs se prolongent alors dans tout U et les vecteurs (K1(s), K2(s), K3(s)) ne
sont pas libres, car inclus dans TsS a` cause de l’invariance de S. La contradiction
recherche´e vient du fait que la fonction analytique vol(K1, K2, K3) est constante non
nulle sur U \ S et s’annule sur S.
L’alge`bre de Lie G est ne´cessairement re´soluble, car en dimension 3 une alge`bre
de Lie est ou bien unimodulaire, ou bien re´soluble [12]. ✷.
Proposition 3.3 i) Les orbites de O¯ \ O qui se trouvent dans l’image de g(s) sont
toutes de dimension 2.
ii) Chaque composante connexe de S est une surface lisse (sous-varie´te´ de codi-
mension 1 de M), de´ge´ne´re´e par rapport a` g et sur laquelle le pseudo-groupe des
isome´tries locales agit transitivement.
iii) Chaque point de S posse`de un voisinage ouvert Σ dans S sur lequel il existe
un champ de vecteurs X tangent a` Σ de g-norme constante e´gale a` 0 ou 1 qui est
pre´se´rve´ par l’action de G (restreinte a` Σ).
De´monstration
i) Rappelons que les orbites de O¯ \ O sont de dimension strictement infe´rieure
a` la dimension de O : celles-ci sont donc de dimension au plus deux. D’apre`s le
lemme 2.1 il ne peut y avoir dans l’image de g(s) des orbites de dimension 1. Il reste
a` voir que dans l’image de g(s) il ne peut y avoir des orbites de dimension 0. Pour cela
notons que le stabilisateur d’une orbite de dimension 0 est isomorphe a` PSL(2,R)
et fournit donc une alge`bre d’isotropie de dimension 3 isomorphe a` l’alge`bre de Lie
de PSL(2,R). Nous avons donc que G est l’alge`bre de Lie de PSL(2,R) qui est
unimodulaire (car semi-simple) : contradiction avec le lemme 3.2.
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ii) Remarquons que O¯ \O e´tant de dimension infe´rieure ou e´gale a` 2, toute orbite
de dimension 2 contenue dans O¯ \O est un ouvert de O¯ \O. Si u est un point de S
ou` le s-jet de g appartient a` une orbite O1 de dimension 2 contenue dans O¯\O, alors
par continuite´ il existe un voisinage ouvert Σ de u dans S ou` le s-jet de g appartient
a` O1. Ceci e´tant vrai au voisinage de chaque point u de S, il vient (par connexite´)
que le s-jet de g appartient a` O1 en chaque point de la composante connexe de u
dans S. Le pseudo-groupe des isome´tries locales agit donc transitivement sur cette
composante connexe.
Une autre manie`re de le voir est de conside´rer le morphisme d’e´valuation au point
u de S. Comme le noyau est de dimension 1 (car isotropie de dimension 1), l’image
est un sous-espace vectoriel de TuM de dimension 2. L’ensemble S e´tant invariant
par l’action des champs de Killing nous avons que l’image du morphisme d’e´valuation
en u est incluse (et donc e´gale) a` TuS. Ceci implique que S est de dimension 2 et
que le pseudo-groupe des isome´tries locales agit transitivement sur un voisinage
ouvert de u dans S. Par connexite´, l’orbite de u sous l’action du pseudo-groupe des
isome´tries locales contient toute la composante connexe de u dans S.
Comme le pseudo-groupe des isome´tries locales de g agit transitivement sur
chaque composante connexe de S tout en la pre´se´rvant, il vient que chaque com-
posante connexe de S est une surface lisse ( sous-varie´te´ de codimension 1 dans
M).
iii) L’e´nonce´ qu’on veut de´montrer e´tant local, fixons un point u dans S et sup-
posons que S est connexe. L’isotropie e´tant de dimension 1 en les points de S, le
stabilisateur I1 de O1 dans PSL(2,R) est un sous-groupe alge`brique de dimension
1 : il s’agit d’une extension par un groupe fini d’un sous-groupe a` un parame`tre I
de PSL(2,R). Le s-jet de g au-dessus de S est une application du fibre´ des repe`res
R(M) restreint a` S dans l’orbite PSL(2,R)/I1.
En restriction a` S le groupe structural du fibre´ des repe`res R(M) se reduit au
groupe I1 et l’action de la restriction de G a` S pre´serve cette re´duction du groupe
structural.
Quitte a` se restreindre a` un voisinage ouvert connexe Σ de u dans S suffisamment
petit, on peut conside´rer que le groupe structural de R(M) se re´duit a` la composante
connexe de l’identite´ I du groupe I1. Comme l’espace homoge`ne PSL(2,R)/I
repre`sente l’ensemble des vecteurs non nuls de norme constante de R2,1 (e´gale a`
0, 1 ou −1 selon que le sous-groupe a` un parame`tre I est respectivement unipotent,
semi-simple ou elliptique), nous avons en restriction a` Σ un champ de vecteurs X
de norme constante qui est pre´se´rve´ par la restriction a` Σ de l’alge`bre de Lie des
champs de Killing G. On constate que pour tout u ∈ Σ le vecteur X(u) e´tant fixe´
en particulier par le champ de Killing s’annulant en u (qui provient du stabilisateur
de O1), toute la ge´ode´sique issue de u dans la direction de X(u) est forme´e par des
points fixes pour ce champ de Killing : cette ge´ode´sique est ne´cessairement con-
tenue dans S (car l’isotropie est triviale sur M \ S). Nous avons en particulier que
X(u) ∈ TuΣ et donc que X est un champ de vecteurs tangent a` Σ.
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Le champ X ne peut pas eˆtre de norme constante e´gale a` −1 (ou de manie`re
e´quivalente, le stabilisateur de O1 ne peut pas eˆtre elliptique). En effet, dans ce cas
l’action (line´aire) du groupe d’isotropie en un point u de Σ doit pre´server a` la fois
le plan TuΣ et le vecteur X(u) ∈ TuΣ de g-norme constante e´gale a` −1. Ceci est
impossible.
Un raisonnement analogue montre que la me´trique lorentzienne g est de´ge´ne´re´e
sur Σ. En effet, l’action du groupe d’isotropie en un point u de Σ doit pre´server
le plan TuΣ et fixer le vecteur X(u) ∈ TuΣ. Si le plan TuΣ n’est pas g-de´ge´ne´re´,
l’action du groupe d’isotropie pre´serve ne´cessairement un vecteur Z(u) ∈ TuM de
g-norme constante e´gale a` 1, orthogonal a` TuΣ. L’action de I fixe donc tous les
points de la ge´ode´sique issue de u dans la direction Z(u). Comme ces points se
trouvent dans M \S, nous avons des champs de Killing qui ont des points fixes dans
M \ S et donc une isotropie non triviale sur M \ S : absurde. ✷.
Le champ de vecteurs X obtenu dans la proposition pre´ce´dente est de norme
constante e´gale ou bien a` 0 (si I est un sous-groupe a` un parame`tre unipotent), ou
bien a` 1 (si I est sous-groupe a` un parame`tre semi-simple).
Nous traitons se´pare´ment ces deux cas en les deux se´ctions suivantes.
Avant de clore cette section, remarquons que le fait (de´montre´ a` la proposi-
tion 3.3) que S soit de dimension 2 implique que la restriction a` S de G est un
isomorphisme d’alge`bres de Lie. En effet, une isome´trie locale qui fixe tous les
points d’un ouvert de S admet un 1-jet trivial en chacun de ces points et est donc
trivale.
3.1 Isotropie unipotente
Plac¸ons-nous dans le cas ou` l’image de g(s) contient au moins une orbite O1 de
dimension 2 (contenue dans l’adhe´rence de O) dont la composante connexe du sta-
bilisateur est un sous-groupe a` un parame`tre unipotent de PSL(2,R).
Conside´rons un point u de S ou` le s-jet de g appartient a` l’orbite O1. Nous allons
pre´ciser la ge´ome´trie de la surface Σ passant par u et associe´e a` O1 graˆce au point
iii) de la proposition 3.3 :
Proposition 3.4 i) Le champ X est ge´ode´sique.
ii) La surface Σ est totalement ge´ode´sique et le feuilletage induit par le noyau de
g sur Σ est transversalement riemannien.
De´monstration
La me´trique lorentzienne g e´tant de´ge´ne´re´e en restriction a` Σ, l’espace tangent a`
Σ est le champ de plans X⊥. Le champ de vecteurs X e´tant tangent a` Σ, on peut
conside´rer sa de´rive´e covariante le long de tout champ de vecteurs W contenu dans
X⊥ (tangent a` Σ). Comme la g-norme de X est constante, nous avons de´ja` que
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pour tout W ∈ X⊥ : 2 · g(∇WX,X) = W · g(X,X) = 0. Le champ de plans X
⊥
est donc stable par l’ope´rateur ∇·X , que l’on peut interpre´ter comme une section
au-dessus de Σ du fibre´ End(X⊥) = End(TΣ) des endomorphismes de X⊥ .
i) Constatons d’abord que le champ X est ge´ode´sique. Pour s’assurer que X est
bien ge´ode´sique conside´rons l’action du champ de Killing unipotent qui fixe un point
u de Σ (associe´ a` la composante connexe I du stabilisateur de O1). Si H(u) ∈ X
⊥(u)
est un vecteur de g-norme unitaire, la diffe´rentielle du temps T du flot de champ
de Killing envoie le vecteur H(u) sur H(u) + T · X(u). Comme ce flot pre´serve la
connexion ∇ et le champ de vecteurs X , il vient que ∇H(u)X = ∇H(u)+T ·X(u)X , ce
qui implique que ∇XX s’annule au point u.
Le champ X est alors ge´ode´sique et, par conse´quent, l’ope´rateur ∇·X contient le
champ X dans son noyau.
ii) L’autre valeur propre de l’ope´rateur ∇·X (qui est constante sur Σ car l’action
de G pre´serve X et est transitive sur Σ) est ne´cessairement nulle : dans le cas con-
traire l’ope´rateur ∇·X serait diagonalisable et tout e´le´ment de G devrait pre´server
la de´composition de X⊥ en deux espaces propres de dimension 1; or ceci n’est
pas re´alise´ pour notre champ de Killing unipotent dont la diffe´rentielle ne fixe
aucune autre droite de X⊥ a` part celle engendre´e par X . Il reste que le champ
d’endomorphismes ∇·X est nilpotent (d’ordre au plus 2) : l’image de ∇·X est in-
cluse dans le noyau de ∇·X . Deux cas se pre´sentent : ou bien ∇·X est nul, ou
bien le noyau de ∇·X et l’image de ∇·X co¨ıncident avec la droite engendre´e par X
(l’unique droite de X⊥ invariante par l’action de G). Dans les deux cas le calcul
suivant est valide pour tous les champs de vecteurs locaux W1 et W2 tangents a` Σ :
g(∇W1W2, X) = W1 · g(W2, X)− g(∇W1X,W2) = 0, le deuxie`me terme du membre
de droite de l’e´galite´ e´tant nul car ∇W1X est contenu dans l’image de ∇·X et donc
coline´aire a` X (tandis que W2 ∈ X
⊥). Ceci montre que ∇W1W2 ∈ X
⊥, et que Σ est
totalement ge´ode´sique.
Comme g est de´ge´ne´re´e en restriction a` la surface totalement ge´ode´sique Σ, le
feuilletage engendre´ sur Σ par le champ g-isotrope X est transversalement rieman-
nien [22]. ✷.
Analysons maintenant l’action de l’alge`bre de Lie G des champs de Killing de g
au voisinage d’un point u de Σ. La restriction a` Σ de chaque e´le´ment de G donne
un champ de vecteurs (tangent a` Σ) de´fini dans un voisinage de u dans Σ dont le
flot pre´serve X et donc, en particulier, le feuilletage (transversalement riemannien)
F de´fini par X .
De´signons par H l’ide´al de G forme´ par les e´le´ments de G dont la restriction a` Σ
agit trivialement sur la transversale de F . Les e´le´ments de H fixent chaque feuille
de F et ils commutent avec X : ils sont de la forme f ·X avec f fonction analytique
constante sur les orbites de X (en particulier, les e´le´ments de H sont g-isotropes
sur Σ). Remarquons que l’alge`bre de Lie H est de dimension deux (H ne peut eˆtre
de dimension 3 car dans ce cas l’action de G ne serait pas transitive sur Σ) et le
quotient G/H qui agit non trivialement sur la transversale de F est ne´cessairement
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de dimension 1 (isomorphe a` l’alge`bre de Lie R agissant par translation). Comme
F est transversalement riemannien, le flot de X (comme le flot de tout champ de
vecteurs tangent au feuilletage) pre´serve la restriction de g a` Σ.
On peut choisir sur un voisinage ouvert U de u dans Σ un champ de vecteurs
analytique H de g-norme constante e´gale a` 1 et tel que [X,H ] = 0 (il suffit de
de´finir H de g-norme constante e´gale a` 1 sur une petite transversale a` F et de le
transporter par le flot du champ X qui pre´serve la restriction de g a` Σ). De´finissons
sur un voisinage de u dans Σ un syste`me de coordonne´es (x, h) centre´ en u et tel
que ∂
∂x
= X et ∂
∂h
= H . Dans ces coordonne´es l’expression locale de la forme
quadratique g restreinte a` Σ est dh2 et les e´le´ments de H restreint a` Σ sont de la
forme f(h) ∂
∂x
(car ils pre´servent ∂
∂x
et dh2). Par ailleurs l’alge`bre de Lie G/H est
engendre´e par un champ de vecteurs de la forme ∂
∂h
+ l(h) ∂
∂x
, pour une certaine
fonction analytique l de´finie dans un voisinage de l’origine dans R. Nous avons la
relation [ ∂
∂h
+ l(h) ∂
∂x
, f(h) ∂
∂x
] = f ′(h) ∂
∂x
.
Pour comprendre la structure de l’alge`bre de Lie G qui agit par isome´tries affines
pour la restriction de la connexion ∇ a` Σ, nous allons pre´ciser la structure locale de
cette connexion sur Σ.
Proposition 3.5 i). Si R est le tenseur de courbure de (Σ,∇) alors R(X,H)X = 0
et R(X,H)H = γX, ou` γ est un nombre re´el.
ii). La restriction de ∇ a` Σ est localement syme´trique. De plus (Σ,∇) est lo-
calement isome´trique ou bien a` la connexion canonique du groupe affine de la droite
re´elle si γ 6= 0, ou bien a` la connexion canonique de R2 si γ = 0.
Avant de passer a` la preuve rappelons que le reveˆtement universel AG du groupe
affine de la droite est un groupe de Lie de dimension 2 qui peut eˆtre vu comme
l’ensemble des couples (a, b) ∈ R2, avec a strictement positif, muni de la multi-
plication (a, b) · (a′, b′) = (aa′, ab′ + b). Ce groupe admet une unique connexion
line´aire, bi-invariante, sans torsion, comple`te et localement syme´trique. Le groupe
d’isome´tries de cette connexion est forme´ par les translations a` droite et a` gauche
et il est, par conse´quent, isomorphe au produit AG×AG [20].
De´monstration Les arguments suivants sont inspire´s de [20] (partie 8).
Remarquons que ∇HX ne de´pend pas du champ de vecteurs H de g-norme uni-
taire chosi. En effet, si H ′ est un autre champ de vecteurs local tangent a` Σ et de
g-norme constante e´gale a` 1, alors H ′ = H + f ·X , pour une certaine fonction ana-
lytique locale f et comme X est ge´ode´sique, ∇HX = ∇H′X . Ce champ de vecteurs
est donc invariant par l’action de G; comme l’action de G est transitive sur Σ, ceci
implique qu’il existe un nombre re´el a tel que ∇HX = aX .
Comme [X,H ] = 0, nous avons que R(X,H)X = ∇X∇HX − ∇H∇XX =
∇X(aX)− 0 = 0.
Pour la deuxie`me formule sur la courbure remarquons que le terme R(X,H)H ne
de´pend pas du choix deH car siH ′ = H+f ·X , alors la premie`re e´galite´ implique que
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R(X,H)f ·X = 0 et donc R(X,H)H = R(X,H ′)H ′. Comme pre´ce´demment, ceci
implique que le champ de vecteurs R(X,H)H est invariant par l’action (transitive)
de G et, par conse´quent, R(X,H)H = γX , avec γ ∈ R. Un calcul direct implique
que γ = −a2.
La deuxie`me assertion de la proposition est prouve´e dans [20] sous l’hypothe`se
supple´mentaire ∇HH = 0 qui est utilise´e pour montrer que la courbure est paralle`le
(connexion localement syme´trique sur S). Nous montrons que dans notre situation
nous pouvons nous passer de l’hypothe`se faite sur H . Remarquons d’abord que H
e´tant de g-norme constante, ∇HH est orthogonal a` H . Comme ∇HH ∈ X
⊥ ceci
implique qu’il existe une fonction analytique g telle que ∇HH = g ·X .
Rappelons que la de´rive´e du tenseur R est donne´e par la formule :
∇R(A,B,C,D) = ∇A(R(B,C)D)−R(∇AB,C)D−R(B,∇AC)D−R(B,C)∇AD,
ou` les vecteurs A,B,C,D prennent les valeurs X ou H . Ce n’est que dans le cas
ou` trois des vecteurs A,B,C,D valent H que l’hypothe`se supple´mentaire est utilise´e
dans [20]. Nous traitons ici ce cas et pour le reste de la preuve nous renvoyons a` [20]
(proposition 8.4 et proposition 9.2).
1) ∇R(H,X,H,H) =
∇HR(X,H)H − R(∇HX,H)H − R(X,∇HH)H − R(X,H)∇HX =
∇HγX −R(aX,H)H −R(X, gX)H − R(X,H)aX = aγX − aγX = 0.
2) ∇R(H,X,H,H) =
∇HR(X,H)H − R(∇HX,H)H − R(X,∇HH)H − R(X,H)∇HH =
∇HγX − R(aX,H)H − R(X, gX)H −R(X,H)gX = aγX − aγX − 0− 0 = 0.
3) ∇R(H,H,H,X) =
∇HR(H,H)X − R(∇HH,H)X − R(H,∇HH)X − R(H,H)∇HX =
0− R(gX,H)X − R(H, gX)X − 0 = 0.
✷.
Revenons a` pre´sent a` l’alge`bre de Lie G. Dans le cas ou` γ = 0 notre alge`bre
de Lie se plonge dans l’alge`bre de Lie du groupe des transformations affines de
R2 qui pre´servent la forme quadratique dh2 et un champ de vecteurs isotrope et
paralle`le et elle est engendre´e par ∂
∂x
, ∂
∂h
, h ∂
∂x
. Cette alge`bre de Lie est l’alge`bre de
Lie du groupe Heisenberg car ∂
∂x
est dans le centre et ∂
∂x
= [ ∂
∂h
, h ∂
∂x
]. L’alge`bre de
Heisenberg est unimodulaire (car nilpotente) et cette situation a de´ja` e´te´ analyse´e
et e´limine´e comme contradictoire dans le lemme 3.2.
Supposons maintenant que γ 6= 0. Dans ce cas G se plonge dans l’alge`bre de
Lie du produit AG × AG (comme AG est simplement connexe et complet, toute
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isome´trie locale de ∇ se prolonge en une isome´trie globale [2], [9], [15]). Comme G
est de dimension 3, un calcul simple montre que, quitte a` permuter les deux copies
du groupe affine, G est ne´cessairement engendre´e par trois e´le´ments de l’alge`bre de
Lie de AG× AG de la forme (t, 0), (0, t) et (w, αw), ou` t, w et α de´signent respec-
tivement le ge´ne´rateur infinite´simal des translations, le ge´ne´rateur infinite´simal des
homothe´ties et un nombre re´el. Rappelons que les champs de vecteurs t et w sont
invariants par les translations a` droite et fournissent une base de l’alge`bre de Lie du
groupe affine telle que [t, w] = t. Par de´finition, la connexion canonique du groupe
affine est de´finie par ∇wt =
1
2
[w, t] = −1
2
t,∇tt = ∇ww = 0. Le tenseur de courbure
R de cette connexion est tel que R(w, t)t = 0 et R(t, w)w = −1
4
t.
Traitons d’abord le cas α = 0. Il vient que G est ne´cessairement isomorphe
au produit directe de R par l’alge`bre de Lie du groupe affine et, par conse´quent, G
admet un centre non trivial. L’e´le´ment central est ne´cessairement de la forme f(h) ∂
∂x
avec f ′(h) = 0, ce qui implique que f est constante. Nous avons donc que X est la
restriction a` S d’un champ de Killing local qui se trouve dans le centre de G. Comme
ce champ de Killing est invariant par l’action de G sur lui-meˆme, il fournit un champ
de Killing globalement de´fini sur M \S et de norme constante (ne´cessairement e´gale
a` 0 car ce champ de Killing se prolonge sur un ouvert de S en le champ g-isotrope
X). La proprie´te´ de prolongement de champs de Killing implique alors l’existence
d’un champ de Killing isotrope de´fini dans voisinage ouvert U dans M d’un point
u de Σ et invariant par l’action de G. Ce champ est ne´cessairement non singulier
(voir [1], lemme 6.1 ou [21]).
Notre situation est similaire avec celle de´crite dans le lemme 2.2; ici le contexte
est local, mais la meˆme preuve fonctionne. En effet, la pre´sence du champ de
vecteurs isotrope invariant permet de conside´rer au-dessus de l’ouvert U un sous-fibre´
principal R du fibre´ des repe`res orthonorme´es R(U) de groupe structural unipotent
isomorphe (en tant que groupe alge´brique) a`
(
1 T
0 1
)
.
Le s-jet g(s) de g s’exprime comme une application
(
1 T
0 1
)
-e´quivariante de
R dans l’espace vectoriel d’une repre´sentation alge´brique line´aire du groupe unipo-
tent et l’image de cette application est constitue´e de l’adhe´rence d’une orbite (qui
correspond au s-jet de g sur U \ Σ).
Les orbites du groupe unipotent e´tant ferme´es, ceci implique que l’image de g(s)
est constitue´e d’une seule orbite et, par conse´quent, g est localement homoge`ne sur
U : absurde.
Il reste a` e´liminer le cas α 6= 0. Nous utilisons un argument global en con-
side´rant la composante connexe de Σ dans S. Nous de´signons e´galement par S
cette composante connexe pour ne pas alourdir les notations. Quitte a` conside´rer
un reveˆtement fini de S, le champ de vecteurs isotrope X construit dans la propo-
sition 3.3 est de´fini sur S. Comme S est une surface lisse qui admet un champ
de vecteurs non singulier, il vient que S est diffe´omorphe a` un tore. Nous avons
de´montre´ a` la proposition 3.4 que S est totalement ge´ode´sique. La connexion sur
17
S est localement modele´e sur le groupe affine AG (autrement dit, il existe sur S
une (AG × AG,AG)-structure) et la restriction de g a` S s’identifie dans les co-
ordonne´es (a, b) du groupe affine (mode`le du demi-plan supe´rieur) a` une forme
quadratique de rang 1 proportionnelle a` da
2
a2
. En effet, cette forme quadratique
est comple`tement de´finie a` partir de la connexion canonique du groupe affine par la
formule R(t, u)u = − < u, u > t, ou` R est le tenseur de courbure de la connexion
(le noyau de <,> est donne´ par la direction du champ t).
L’expression des champs de vecteurs t et w dans le mode`le du demi-plan supe´rieur
est respectivement ∂
∂b
et a ∂
∂a
+ b ∂
∂b
.
Le champ ge´ode´sique isotrope X s’identifie a` un champ de la forme k(a) ∂
∂b
, avec
k une fonction analytique, tandis que les ge´ne´rateurs (t, 0), (0, t) et (w, αw) de
l’alge`bre de Lie G s’identifient respectivement aux champs de vecteurs ∂
∂b
, a ∂
∂b
et
(α + 1)a ∂
∂a
+ b ∂
∂b
.
Nous avons vu que l’action de G pre´serve le champ de vecteurs X . Si tout champ
de la forme k(a) ∂
∂b
est invariant par (t, 0) et par (0, t), en revanche l’invariance de
X par (w, αw) fournit la condition [(α + 1)a ∂
∂a
+ b ∂
∂b
, k(a) ∂
∂b
] = 0, ce qui donne
l’e´quation (α+ 1)a∂k
∂a
= k.
Cette e´quation admet des solutions non identiquement nulles si et seulement si
α 6= −1 et dans ce cas la solution ge´ne´rale est k(a) = Ca
1
α+1 , avec C une constante
re´elle. Il vient que α 6= −1 et que l’expression de X dans le mode`le du demi-plan
supe´rieur est de la forme Ca
1
α+1
∂
∂b
, avec C un nombre re´el non nul.
De´montrons que la (AG × AG,AG)-structure sur S est comple`te. De´signons
par S˜ le reveˆtement universel de S et par X˜ l’image re´ciproque du champ X sur
S˜. L’application de´veloppante de notre (AG × AG,AG)-structure envoie S˜ sur un
ouvert de AG et le champ X˜ sur le champ k(a) ∂
∂b
. Le champ X˜ e´tant complet
(car X est de´fini sur la varie´te´ compacte S), pour chaque orbite de X˜ l’application
de´veloppante re´alise un diffe´omorphisme entre un ouvert connexe de S˜ contenant
l’orbite en question et invariant par X˜ et une bande ouverte horizontale de la forme
]a− ǫ, a + ǫ[×R dans l’espace des parame`tres (a, b) du groupe affine.
Comme S est un tore, on peut construire un champ de vecteurs H , globalement
de´fini sur S, et de norme constante e´gale a` 1. Pour cela il suffit de choisir un champ
de vecteurs qui n’est en aucun point colina´ire a` X et de le diviser par sa norme (cette
norme est non nulle car le noyau de la restriction de g a` S est engendre´ par X).
Comme le feuilletage engendre´ par X est transversalement riemannien et les orbites
de H sont parme`tre´es par la logueur, le flot de H envoie ne´cessairement une orbite
de X sur une autre orbite de X (sans respecter ne´cessairement le parame´trage).
L’image re´ciproque H˜ de H par le reveˆtement universel de S est un champ de
vecteurs complet. Par connexite´, une orbite du flot de H˜ intersecte chaque orbite
de X˜. Ceci est suffisant pour conclure a` la comple´tude de notre (AG × AG,AG)-
structure (voir [20] proposition 9.3).
Dans ce cas le groupe fondamental de S s’identifie a` un sous-groupe discret Γ de
AG×AG isomorphe a` Z⊕Z qui agit librement, discontinument et proprement sur
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AG. Conside´rons p1 et p2 les projections de AG×AG respectivement sur la premie`re
et sur la seconde coordonne´e. Il vient que p1(Γ) est un sous-groupe commutatif du
groupe affine qui est, par conse´quent, contenu dans un sous-groupe a` un parame`tre
lt1 de AG. Dans AG × AG, le sous-groupe a` un parame`tre (l
t
1, 1) centralise Γ et
fournit un champ de Killing K1 de ∇ globalement de´fini sur le quotient S.
En utilisant la projection sur la deuxie`me coordonne´e de AG×AG, on construit
de la meˆme manie`re un deuxie`me champ de Killing K2 globalement de´fini sur S.
Comme K1 et K2 sont line´airement inde´pendants et que G est de codimension 1
dans l’alge`bre de Lie des champs de Killing de (AG,∇), il existe une combinaison
line´aire non triviale de K1 et K2 qui appartient a` G. On vient donc de construire
un champ de Killing K de G globalement de´fini sur S.
Commenc¸ons par montrer que K ne peut pas eˆtre isotrope. Supposons par
l’absurde que K est en tout point isotrope. Alors les champs K et X sont glob-
alement de´finis sur S et en tout point colina´ires. La surface S e´tant compacte, le
”quotient” de K par le champ de vecteurs non singulier X est donc une fonction
borne´e. Il est de meˆme du quotient des releve´s K˜ et X˜ dans le reveˆtement universel
de S˜. Par ailleurs, S˜ est identifie´ a` AG et dans ce mode`le l’expression de X˜ est
Ca
1
α+1
∂
∂b
, tandis que K˜ est de la forme λ(t, 0) + µ(0, t) = (µ · a + λ) ∂
∂b
, avec λ et µ
des constantes re´elles dont au moins une est non nulle. Le quotient est donc de la
forme µ·a+λ
Ca
1
α+1
. Comme α 6= −1, cette fonction est borne´e pour a > 0 si et seulement
si λ = 0 et α = 0 : ce cas a e´te´ de´ja` traite´.
Supposons maintenant K non isotrope. Dans ce cas on peut supposer K de la
forme (w, αw)+λ(t, 0)+µ(0, t), avec λ et µ des constantes re´elles. Comme K est de
norme constante sur S, ∇KK est orthogonal a` K et donc en tout point colina´ire a`
X . Comme pre´ce´demment, le quotient des champs de vecteurs, globalement de´finis
sur S, ∇KK et X doit eˆtre une fonction borne´e.
Par ailleurs, nous calculons la fonction quotient dans le mode`le du demi-plan
supe´rieur. L’expression du champ K dans le mode`le est (α+1)a ∂
∂a
+(µa+ b+λ) ∂
∂b
.
Pour calculer ∇KK on de´compose K dans la base t et w de l’alge`bre de Lie (les
coefficients de cette de´composition e´tant des fonctions) et on utilise que les champs
t et w sont ge´ode´siques, tandis que ∇wt = −
1
2
t. Il vient que K = (α+ 1)w + (µa−
αb + λ)t et un calcul direct donne ∇KK = (µa − αb − λα)t. Le quotient entre ce
champ et X est donne´ par la fonction (µa−αb−λα)
Ca
1
α+1
qui est non borne´e sur le demi-plan
supe´rieur quelque soit α 6= 0 : absurde.
3.2 Isotropie semi-simple
Nous conside´rons ici qu’il existe dans l’image de g(s) une orbite O1 de dimension 2
(contenue dans l’adhe´rence de O) et dont la composante connexe du stabilisateur est
un sous-groupe a` un parame`tre semi-simple de PSL(2,R).
Comme dans le cas pre´ce´dent, nous conside´rons un point u de S ou` le s-jet de g
appartient a` O1 et la surface Σ passant par u, associe´e a` l’orbite O1 par le point iii)
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de la proposition 3.3.
Nous allons montrer que dans ce cas il existe un champ de Killing global de
g-norme constante e´gale a` 1. Commenc¸ons par la proposition suivante :
Proposition 3.6 i) L’alge`bre de Lie G admet un centre de dimension 1.
ii) Il existe un champ de Killing global K sur M invariant par l’action de G.
En particulier, le pseudo-groupe des isome´tries locales de g qui pre´servent K agit
transitivement sur M \ S et K est de g-norme constante (e´gale a` 1).
De´monstration
i) Regardons la restriction de G a` Σ (cette restriction est un isomorphisme
d’alge`bres de Lie). L’action de G pre´serve Σ, le champ de vecteurs X tangent a`
Σ de g-norme constante e´gale a` 1 construit dans la section pre´ce´dente, ainsi que le
feuilletage de dimension un F donne´ par le noyau de la restriction de g a` Σ (c’est
aussi le feuilletage obtenu en intersectant l’orthogonal X⊥ et le coˆne isotrope de g).
De´signons par H la sous-alge`bre de Lie de G qui agit trivialement sur la transver-
sale de F . Alors G/H agit sur la transversale du feuilletage F en pre´servant g. Il
re´sulte que G/H est de dimension au plus 1 et que H est de dimension au moins
2. En fait la dimension de H est ne´cessairement e´gale a` 2 (si H est suppose´e de
dimension 3, le morphisme d’e´valuation de G en un point de Σ a` une image de di-
mension 1 et l’action de G n’est pas transitive sur Σ : absurde.) Les e´le´ments de H
sont tangents au feuilletage F et donc g-isotropes sur Σ.
Choisissons un point u ∈ Σ : il existe alors un e´le´ment de H qui ne s’annule pas
en u et qui est, par continuite´, non nul sur un voisinage U de u dans Σ. Le flot de ce
champ pre´serve X , ce qui implique qu’il existe un syste`me de coordonne´es centre´ en
u dans lequel le champ de Killing non singulier de H s’exprime ∂
∂h
et X = ∂
∂x
. Dans
ces coordonne´es, la restriction a` Σ de g est dx2 et, en particulier, le feuilletage F est
transversalement riemannien. Tout champ de Killing qui s’annule en un point agit
trivialement sur la transversale de F et est donc un e´le´ment de H. En particulier,
un champ de Killing singulier en u qui engendre le sous-groupe a` un parame`tre
(semi-simple) du groupe d’isotropie en u est ne´cessairement un e´le´ment de H qui
pre´serve ∂
∂x
et donc de la forme f(h) ∂
∂h
, avec f une fonction analytique s’annulant
en 0. Une base de H est constitue´e des champs ∂
∂h
et f(h) ∂
∂h
.
Le feuilletage F e´tant transversalement riemannien, un champ de Killing dont la
valeur au point u est ∂
∂x
est ne´cessairement une combinaison line´aire de ∂
∂x
et d’un
champ de vecteurs tangent au feuilletage (et qui pre´serve X). Un supple´mentaire de
H dans G est donc engendre´ par un champ de vecteurs de la forme ∂
∂x
+ l(h) ∂
∂h
, avec
l fonction analytique de´finie sur un voisinage de 0 dans R.
Conside´rons la projection de G sur l’alge`bre de Lie des germes de champs de
vecteurs de´fini au voisinage de l’origine sur l’axe des h (sur une feuille de F), par-
alle`lement a` l’axe des x (autrement dit, on “efface” la composante selon ∂
∂x
). Cette
projection est un morphisme d’alge`bres de Lie dont l’image est l’alge`bre de Lie en-
gendre´e par H et le champ de vecteurs l(h) ∂
∂h
. Cette projection ne peut pas eˆtre un
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isomorphisme : sinon G est une alge`bre de Lie de dimension 3 qui agit transitivement
sur un espace de dimension 1 et d’apre`s un the´ore`me classique du a` S. Lie [11] G est
isomorphe a` l’alge`bre de Lie unimodulaire PSL(2,R) : absurde.
Il vient que le noyau du morphisme pre´ce´dent n’est pas trivial et que ∂
∂x
est un
champ de Killing. Dans les coordonne´es choisies, la restriction a` Σ de G est donc
engendre´e par les champs ( ∂
∂x
, ∂
∂h
, f(h) ∂
∂h
). Comme ∂
∂x
est un champ de Killing,
nous avons que X est la restriction a` U d’un champ de Killing. Comme X commute
avec tous les e´le´ments de G, X repre´sente un e´le´ment non trivial du centre de G.
La restriction de G a` Σ e´tant un isomorphisme, l’alge`bre de Lie engendre´e par les
champs ( ∂
∂x
, ∂
∂h
, f(h) ∂
∂h
) est de dimension 3 : il vient que la fonction f est non
constante et que le centre de G est de dimension 1, engendre´ par ∂
∂x
.
ii) Un e´le´ment du centre de G fournit un champ de Killing invariant par l’action
de G sur lui-meˆme, ce qui donne un champ de Killing de´fini sur M \ S et de norme
constante. La proprie´te´ de prolongement de champs de Killing au voisinage d’un
point u de Σ nous a permis de voir que ce champ de Killing se prolonge sur un
voisinage de u dans M et qu’en restriction a` Σ, ce prolongement est e´gal a` X et
donc de norme constante e´gale a` 1.
Conside´rons au voisinage d’un point m deM \S un germe K de champ de Killing
qui se trouve dans le centre de G et est de norme constante e´gale a` 1. La proprie´te´
de prolongement des champs de Killing et le principe de monodromie permettent
de prolonger le germe K le long de tout chemin continu issu de m et contenu dans
M . Le re´sultat de ce prolongement le long d’un lacet d’origine m et non homotope
a` 0 est un germe de champs de Killing en m de norme constante e´gale a` 1 et qui
est e´galement un e´le´ment central de G : ce champ co¨ıncide ne´cessairement avec le
champ initial K (eventuellement sur un reveˆtement double de M). On vient de
montrer que K se prolonge de manie`re univoque sur M en un champ de Killing de
norme constante e´gale a` 1 et qui est pre´serve´ par l’action de G. ✷.
Lemme 3.7 Il existe sur M un champ de vecteurs analytique Y˜ qui est g-isotrope
dont le lieu d’annulation est S et tel que tout champ de Killing local de g pre´serve
ne´cessairement Y˜ .
De´monstration
La pre´sence sur M du champ de vecteurs K de g-norme constante e´gale a` 1
permet de re´duire le groupe structural du fibre des repe`res orthonorme´s R(M) a` un
sous-groupe semi-simple de la forme
(
T 0
0 T−1
)
, avec T ∈ R∗+.
Le fibre´ R(M) posse`de alors un sous-fibre´ principal R de groupe structural R∗.
Le s-jet de la me´trique lorentzienne donne en restriction a` R une application R∗+-
e´quivariante du fibre´ principal R dans une repre´sentation de R∗+ sur un espace
vectoriel RN de la forme T · (x1, . . . , xN) = (T
2m1x1, . . . T
2mNxN ), ou` les mi sont des
entiers (on ne conside`re que les coordonne´es xi sur lesquelles l’image de R est non
21
reduite a` 0). Dans la repre´sentation pre´ce´dente l’adhe´rence d’une orbite contient, a`
coˆte´ de l’orbite initiale, au plus une autre orbite (qui est ne´cessairement de dimension
0). L’image de notre application est alors constitue´e d’une orbite de dimension 1 et
d’une orbite de dimension 0 (point fixe de l’action) qui se trouve dans son adhe´rence;
l’orbite de dimension 0 est pre´cise´ment l’image de la restriction de R a` S. Comme
les orbites ne sont pas toutes ferme´es, il vient que tous les entiers mi sont de meˆme
signe (ou nuls).
L’image de R par g(s) e´tant constitue´e seulement de deux orbites, il vient que le
s-jet de g est le meˆme en chaque point de S (il correspond a` l’orbite de dimension
0 sous l’action de R∗+ et a` l’orbite O1 sous l’action de PSL(2,R)). L’orbite O1 est,
par conse´quent, l’unique orbite, autre que O, contenue dans l’image g(s)(R(M)) et
le pseudo-groupe des isome´tries locales agit transitivement sur l’ensemble S.
Conside´rons une des coordonne´es xi sur laquelle l’action de R
∗ n’est pas triviale
(l’entier mi est non nul) et conside´rons la projection de (x1, . . . , xN) → xi. Cette
application e´tant R∗+-e´quivariante, elle fournit une application de R dans R qui est
e´quivariante pour l’action de R∗+ sur R donne´e par T · xi = T
2mixi et qui s’annule
exactement sur la restriction de R a` S.
Remarquons a` pre´sent que pour mi = 1 l’application pre´ce´dente s’interpre`te
comme un champ de vecteurs isotrope Y sur M et qui s’annule sur S. En effet : si
dans le mode`le line´aire donne´ par l’action des PSL(2,R) sur les formes quadratiques
de la forme ax2 + 2bxy + cy2, le champ K est repre´sente´ par le vecteur 2xy (et le
groupe R∗+ par le stabilisateur de 2xy), alors dans la base (x
2, 2xy,−y2) le champ
Y s’exprime (xi, 0, 0). Le champ Y est bien isotrope et s’annule exactement sur S.
Pour un mi quelconque, notre application s’interpre`te comme une section analy-
tique du fibre´ TM⊗mi (l’isomorphisme entre TM et T ∗M fournit par la me´trique
lorentzienne permet de se ramener sans perte de ge´ne´ralite´ au cas ou` mi > 0).
Par construction cette section prend valeurs dans le coˆne des puissances n-e`mes des
vecteurs isotropes et son ensemble d’annulation est S. Comme la multiplication par
le re´el positif T 2mi pre´serve chaque demi-droite de R, et que l’image de l’application
de R dans R est l’adhe´rence d’une orbite, il vient que cette image est incluse dans
une demi-droite ferme´e (de signe constant dans R). Quitte a` composer la projection
pre´ce´dente sur l’axe xi avec la fonction xi → x
1
n
i , si l’image est contenue dans la
demi-droite xi ≥ 0, ou bien avec la fonction xi → (−xi)
1
n , si l’image est contenue
dans la demi-droite xi ≤ 0, on construit un champ de vecteurs Y˜ tel que Y = Y˜
⊗n.
Le champ Y˜ est analytique sur M \ S, mais il n’est pas (encore) clair que ceci reste
vrai au voisinage des points de S a` cause de la non de´rivabilite´ de la fonction ”racine
n-e`me” en 0.
Nous de´montrons a` pre´sent que Y˜ est bien analytique au voisinage des points de
S et, par conse´quent, dans M .
Remarquons d’abord que Y est invariant par l’action de G. En effet, parmi les 1-
jets d’applications qui relient deux points de M \S et qui pre´servent la re´duction au
groupe structural R∗+ (autrement dit, le champ de vecteurs K), ceux qui pre´servent
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aussi le s-jet de g (et qui s’inte`gre donc en des isome´tries locales) sont exactement
ceux qui pre´servent la section Y . Ceci implique que le pseudo-groupe des isome´tries
locales de g qui pre´servent K (et qui agit transitivement sur M \ S) pre´serve au-
tomatiquement Y . L’alge`bre des champs de Killing de g qui pre´servent e´galement K
et Y est donc de dimension 3. Cette alge`bre co¨ıncide alors avec G, ce qui implique
que tout champ de Killing local de g pre´serve ne´cessairement K et Y .
Analysons l’action de l’alge`bre de Lie des champs de Killing G de g au voisinage
d’un point u dans Σ. Nous avons vu dans la preuve de la proposition 3.6 qu’il existe
un voisinage ouvert U de u dans Σ tel que la restriction de G a` U contient une
sous-alge`bre G1 commutative et de dimension 2, engendre´e par les champs tangents
X et H , qui sont de norme constante e´gale respectivement a` 1 et 0 et non singuliers.
En chaque point de U il existe alors un unique vecteur Z (transverse a` U) unique-
ment de´termine´ par les relations g(Z) = 0, g(X,Z) = 0 et g(H,Z) = 1 (le champ
Z engendre la deuxie`me droite isotrope (autre que celle engendre´e par H) de X⊥
et est uniquement de´termine´ sur cette droite par la troisie`me relation). Le flot
ge´ode´sique de Z permet de de´finir un feuilletage au voisinage de U dont les feuilles
sont expU(tZ), a` t fixe´. L’action de G1 sur U pre´serve les champs X , H et par
conse´quent Z. Comme cette action pre´serve U et le champ transverse Z, elle fixe
chaque feuille expU(tZ), a` t fixe´.
De´signons par Z˜ l’unique champ ge´ode´sique (de´fini dans un voisinage de u dans
M) qui prolonge Z et par X˜ , H˜ les champs de vecteurs, de´finis dans voisinage de u
dans M , qui prolongent X et H et qui sont entie`rement de´termine´s par les relations
de commutation [Z˜, X˜ ] = [Z˜, H˜] = 0. Autrement dit, on transporte X,H par le
flot ge´ode´sique de Z. Comme la relation [X,H ] = 0 est valable sur U , il vient que
[X˜, H˜] = 0. L’action de l’alge`bre de Lie G1 pre´serve les champs de vecteurs X˜ , H˜ et
Z˜.
Conside´rons un syste`me de coordonne´es (x, h, z) centre´ en u et de´fini au voisinage
de u dans M par les relations X˜ = ∂
∂x
, H˜ = ∂
∂h
et Z˜ = ∂
∂z
. Dans ces coordonne´es G1
est engendre´e par les translations selon les axes des x et des h (et qui pre´servent les
plans z=constant).
Rappelons que l’action de G et donc aussi l’action de G1 pre´serve le tenseur Y .
Il vient que le tenseur Y est invariant par les translations le long des axes x et y et
est, par conse´quent, entie`rement de´termine´ si l’on connaˆıt sa restriction a` l’axe des
z; autrement dit, Y (x, y, z) = Y (0, 0, z).
De´signons par Y ′ la restriction de Y a` l’axe des z. Il vient que Y ′(z) = Y (0, 0, z) =
f(z)(Y¯ (z))⊗n, ou` f est une fonction analytique a` une variable de´finie sur un voisinage
de 0 dans R et qui admet un ze´ro isole´ en 0 et Y¯ (z) est un vecteur non nul et g-
isotrope de T(0,0,z)R
3 (cette e´criture n’est pas unique).
Conside´rons maintenant µzl, avec µ nombre re´el non nul (qu’on peut supposer
positif) et l entier strictement positif, le premier jet non nul de f en 0. Il vient
que le premier jet non nul de Y ′ a` l’origine (qui s’interpre`te comme un polynoˆme
homoge`ne de´fini sur la droite Z(u) et a` valeurs dans l’espace vectoriel TuM
⊗n) est
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de la forme µzlY¯ (0)⊗n = µzl(aX(0) + bH(0) + cZ(0))⊗n, avec a, b, c des nombres
re´els dont au moins un est non nul. L’invariance de cette expression par le flot du
champ de Killing semi-simple K qui fixe u (flot qui stabilise la ge´ode´sique issue de u
dans la direction Z(u) sans pre´server le parame´trage et qui fixe X(u)) implique que
le premier jet non nul de f a` l’origine est de la forme µzn, avec µ ∈ R∗+ et a = b = 0.
En effet, rappelons que l’action de la diffe´rentielle en u du temps T de ce flot
est T · (X(0), H(0), Z(0)) = (X(0), T 2H(0), T−2Z(0)); l’action sur le l-jet de f a`
l’origine sera donc T ·µzl = µT 2lzl. Le l-jet de Y ′ se de´compose en une somme dont
les termes sont de la forme µzl · apbqcrX(0)p ⊗ H(0)q ⊗ Z(0)r, ou` p, q, r sont des
entiers positifs dont la somme vaut n. Comme l’action line´aire du temps T du flot
de K sur (T0M)
⊗n est diagonalisable dans la base forme´e par les vecteurs du type
X(0)p ⊗H(0)q ⊗ Z(0)r, et la valeur propre associe´e a` ce vecteur propre est T 2(q−r),
l’invariance du l-jet de Y ′ par l’action du flot de Z implique que tous les termes de
la forme X(0)p ⊗ H(0)q ⊗ Z(0)r avec p + q + r = n qui ont un coe´fficient non nul
doivent eˆtre associe´s a` la meˆme valeur propre. Comme Y¯ (0) est g(0)-isotrope, ceci
montre que la seule possibilite´ est a = b = 0 et l = n.
Il vient qu’au voisinage du point u il existe un champ de vecteurs analytique Y˜
tel que Y = (Y˜ )⊗n : on peut prendre Y˜ (x, y, z) = l(z)zY (z), ou` l(z) est la racine
n-e`me de f(z)
zn
dans un voisinage de 0 dans R.
Cette proprie´te´ e´tant vraie au voisinage de chaque point de S, il re´sulte que Y˜ est
analytique dansM et que le tenseur Y est la puissance n-e`me du champ de vecteurs
Y˜ . Comme G pre´serve Y , il vient que G pre´serve egalement Y˜ . ✷.
Il re´sulte de la preuve pre´ce´dente que l’on a :
Proposition 3.8 Le 1-jet de Y˜ en un point de Σ est non trivial.
De´monstration
Comme dans la preuve pre´ce´dente conside´rons un point u de Σ et le vecteur
X(u) ∈ TuΣ fixe´ par le flot du champ de Killing semi-simple K qui s’annule en
u. Les vecteurs H(u), Z(u) sont les 2 vecteurs isotropes qui engendrent X(u)⊥,
g(H(u), Z(u)) = 1 et H(u) ∈ TuΣ, tandis que Z(u) est transverse a` Σ.
De´signons par Y ′ la restriction de Y˜ a` la ge´ode´sique issue de u dans la direction
Z(u) que l’on parame`tre par z. Le champ Y ′ est analytique et admet un ze´ro (isole´)
au point u : nous pouvons donc l’exprimer dans un voisinage de u dans la ge´ode´sique
sous la forme f(z)Y¯ (z) et Y¯ (z) est un champ de vecteurs qui ne s’annule pas sur la
ge´ode´sique.
Conside´rons maintenant µzl, avec µ nombre re´el non nul (qu’on peut supposer
positif) et l entier strictement positif, le premier jet non nul de f en 0. Il vient
que le premier jet non nul de Y ′ a` l’origine (qui s’interpre`te comme un polynoˆme
homoge`ne de´fini sur la droite Z(u) et a` valeurs dans l’espace vectoriel TuM) est
de la forme µzlY¯ (0) = µzl(aX(u) + bH(u) + cZ(u)), avec a, b, c des nombres re´els
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dont au moins un est non nul. L’invariance de cette expression par le flot du champ
de Killing semi-simple qui fixe u (flot qui stabilise la ge´ode´sique issue de u dans la
direction Z(u) sans pre´server le parame´trage) implique comme dans la preuve du
lemme pre´ce´dent que le premier jet non nul de f a` l’origine est de la forme µz, avec
µ nombre re´el non nul et a = b = 0.
Nous avons donc que le 1- jet de Y ′ en u vaut µczZ(u) et est non nul. En
particulier, le 1- jet de Y˜ en u est non nul. ✷.
Nous de´montrons maintenant que le champ Y˜ est ne´cessairement ge´ode´sique.
Proposition 3.9 Le champ de vecteurs Y˜ est ge´ode´sique.
De´monstration
L’action de G pre´serve Y , la connexion ∇ et donc aussi Y˜ et ∇Y˜ Y˜ . Comme G
agit transitivement sur M \S, le champ ∇Y˜ Y˜ est g-norme constante sur M \S. Par
analyticite´, la norme de ∇Y˜ Y˜ est constante sur M .
Remarquons par ailleurs que ∇Y˜ Y˜ est un champ de vecteurs sur M qui s’annule
au moins en les points ou` Y˜ s’annule (sur S). Il s’agit donc d’un champ de vecteurs g-
isotrope. De plus comme Y˜ est de g-norme constante (g-isotrope) on a que ∇Y˜ Y˜ est
orthogonal a` Y˜ . Sur l’ouvertM \S le champ Y˜ est non singulier et le champ de plans
Y˜ ⊥ contient un unique champ de droites g-isotrope qui est pre´cise´ment engendre´ par
Y˜ . Les champs de vecteurs ∇Y˜ Y˜ et Y˜ sont alors en tout point coline´aires, ce qui
implique l’existence d’une fonction me´romorphe f telle que ∇Y˜ Y˜ = fY˜ . Comme le
pseudo-groupe des isome´tries locales de g qui pre´servent Y agit transitivement sur
l’ouvert M \ S et que ce pseudo-groupe pre´serve automatiquement la connexion ∇
et le champ de vecteurs Y˜ on a que la fonction f est constante et il existe donc une
constante re´elle λ telle que ∇Y˜ Y˜ = λY˜ .
On peut interpre´ter l’ope´rateur ∇·Y˜ comme une section du fibre´ vectoriel T
∗M⊗
TM des endomorphismes du fibre´ tangent. Les fonctions syme´triques en les 3-valeurs
propres de la section ∇·Y˜ sont des fonctions analytiques et constantes sur M \ S
(action transitive du pseudo-groupe des isome´tries locales de g qui pre´servent Y )
et elles sont donc constantes sur M , ainsi que les valeurs propres. Une de ces trois
valeurs propres est e´gale a` λ.
De´signons par divY˜ la divergence du champ de vecteurs Y˜ par rapport a` la forme
volume vol induite sur M par la me´trique lorentzienne : LY˜ vol = divY˜ · vol, ou`
LY˜ est la de´rive´e de Lie dans la direction de Y˜ . Rappelons que cette divergence
en un point m de M n’est rien d’autre que la trace de l’endomorphisme (∇·Y˜ )(m).
Comme le pseudo-groupe des isome´tries locales pre´servant Y˜ agit transitivement sur
M\S, la fonction analytique divergence de Y˜ est constante, e´gale a` un nombre re´el a.
Notons par ψt le temps t du flot de Y˜ : nous avons alors que (ψt)∗vol = exp(at) ·vol.
Comme le flot de Y˜ doit pre´server
∫
M vol, il vient que a = 0 et que la divergence de
Y˜ est nulle.
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Nous avons donc que la trace de l’ope´rateur ∇·Y˜ est nulle. Par ailleurs, on a
vu a` la proposition 3.3 que S est ne´cessairement une surface et comme Y˜ s’annule
sur S, au moins deux valeurs propres de ∇·Y˜ sont nulles (le noyau contient l’espace
tangent a` S). Il vient que toutes les trois valeur propres de ∇·Y˜ sont nulles. Ceci
implique que λ = 0 et que Y˜ est ge´ode´sique. ✷.
Dans la suite nous analysons les jets possibles de Y˜ en un point d’annulation (situe´
sur S), sachant que ces jets doivent eˆtre pre´serve´s par le groupe d’isotropie (semi-
simple) de g. Le but sera de montrer que ces jets admissibles sont incompatibles
avec le caracte`re ge´ode´sique de Y˜ . Ceci est re´alise´ dans la proposition suivante qui
ache`ve la preuve :
Proposition 3.10 Conside´rons un voisinage ouvert U de l’origine dans R3 muni
d’une me´trique lorentzienne analytique g.
Soit Y˜ un champ de vecteurs analytique non identiquement nul g-isotrope et qui
s’annule a` l’origine. Supposons qu’il existe un champ (de Killing) K dans U qui
s’annule a` l’origine, dont le flot local pre´serve a` la fois g et Y˜ et dont la diffe´rentielle
du flot a` l’origine est un sous-groupe a` un parame`tre semi-simple du groupe orthog-
onal de (T0U, g0). Alors le 1-jet du champ Y˜ a` l’origine est de la forme νz
∂
∂z
, avec
ν ∈ R
De´monstration
Par hypothe`se la diffe´rentielle a` l’origine du flot du champ de Killing K fixe
un vecteur ∂
∂x
∈ T0U de norme e´gale a` 1. Conside´rons une base (
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
) de
l’espace tangent a` l’origine avec la proprie´te´ que ∂
∂x
est un vecteur de g-norme
e´gale a` 1, tandis que les vecteurs ∂
∂y
, ∂
∂z
sont g-isotropes, g-orthogonaux a` ∂
∂x
et
g( ∂
∂y
, ∂
∂z
) = 1. Dans les coordone´es exponentielles fixe´es par le choix de la base
pre´ce´dente le temps T du flot du champ de KillingK est donne´ par la transformation
line´aire : T · (x, y, z) = (x, T 2y, T−2z).
Un calcul simple donne la forme des champs de vecteurs analytiques s’annulant
a` l’origine et invariants par ce flot : Y = f(x, y, z) ∂
∂x
+ g(x, y, z) ∂
∂y
+ h(x, y, z) ∂
∂z
est invariant par le flot de K si et seulement si f = F (x, yz), g = yG(x, yz) et h =
zH(x, yz), ou` F,G et H sont des fonctions analytiques a` deux variables s’annulant
a` l’origine.
On en de´duit les seuls 1-jets possibles pour des champs de vecteurs s’annulant a`
l’origine et invariants par le flot de K : un tel 1-jet est ne´cessairement de la forme
Y 1 = λx ∂
∂x
+ µy ∂
∂y
+ νz ∂
∂z
, avec λ, µ, ν, des nombres re´els eventuellement nuls.
Il s’agit maintenant d’exploiter le fait que Y est g-isotrope. Dans les coordonne´es
exponentielles conside´re´es le 1-jet a` l’origine de la me´trique lorentzienne g vaut
g0 = dx
2+dydz. Ceci permet d’en de´duire le 2-jet a` l’origine de la fonction g(Y ) : il
s’agit de g0(Y
1) = 2µνyz + λ2x2. Comme la fonction g(Y ) est identiquement nulle,
ce 2-jet doit eˆtre trivial et donc Y 1 est de la forme νz ∂
∂z
(ou bien de la forme µy ∂
∂y
ce qui revient au meˆme) . ✷.
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Remarquons alors que le premier jet non nul de ∇Y˜ Y˜ a` l’origine vaut ∇Y 1Y
1 =
ν2z ∂
∂z
(en coordonne´es exponentielles la connexion ∇ est plate a` l’ordre 0 et donc
ses coe´fficients de Christoffel a` l’origine sont les meˆmes que ceux de la connexion
standard). Comme Y˜ est ge´ode´sique, ce jet ne peut eˆtre nul que si ν = 0. Ceci est
impossible a` cause de la proposition 3.8 : absurde.
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